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WykÃlad 16: Miary znakowane, rozkÃlad Hahna

16/01/07

Jeśli w definicji miary (przeliczalnie addytywnej) zaniedbamy warunek nieujemności
(oraz monotoniczności), to otrzymamy tzw. miary znakowane. Trzeba jednak
unikać sytuacji, w których miara taka przyjmuje jednocześnie wartości plus i minus
nieskończone.

Definicja. Niech (X, Σ) bȩdzie przestrzenia̧ mierzalna̧. Funkcja µ : Σ → (−∞,∞]
lub µ : Σ → [−∞,∞) nazywa siȩ miara̧ znakowana̧, jeśli speÃlnia
(1) µ(∅) = 0,
(2) µ(

⋃· An) =
∑

µ(An).

(Zauważmy, że szereg po prawej stronie zawsze ma określona̧ wartość (i nie zależy
od kolejności sumowania), gdyż albo suma wyrazów dodatnich albo suma wyrazów
ujemnych (w zaelżności od przypadku przeciwdziedziny) jest skończona (jest to
miara sumy odpowiednich zbiorów).

Badanie miar znakowanych można sprowadzić do badania miar nieujemnych dziȩki
temu, że każda miara znakowana rozkÃlada siȩ na różnicȩ miar nieujemnych. Jest
to wÃlaśnie treścia̧ tego wykÃladu. Zaczniemy jednak od lematu dotycza̧cego miar
nieujemnych, który bȩdzie potrzebny w ostatnim kroku gÃlównego dowodu.

Lemat 1. Dane sa̧ dwie miary (nieujemne) µ i ν na Σ. ZakÃladamy, że ν < ∞ i
ν ¿ µ. Jeśli cia̧g zbiorów Bn ∈ Σ speÃlnia µ(Bn) → 0, to również ν(Bn) → 0.

Dowód. Przypuśćmy, że teza nie zachodzi. Wtedy istnieje podcia̧g nk, dla którego
ν(Bnk

) > ε > 0. Przechodza̧c do dalszego podcia̧gu można zaÃlożyć, że cia̧g µ(Bnk
)

jest sumowalny. Wtedy, z lematu Borela-Cantelliego, µ(limkBnk
) = 0. Z drugiej

strony wiemy, że ν(limkBnk
) ≥ limkν(Bnk

) (zob. lista zadań nr. 2), czyli, w naszym
przypadku ν(limkBnk

) ≥ ε, co przeczy absolutnej cia̧gÃlości ν wzglȩdem µ. ¤
Twierdzenie Hahna-Jordana o rozkÃladzie miary znakowanej. Niech µ bȩdzie
ograniczona̧ z góry miara̧ znakowana̧ na Σ. Wtedy istnieje rozkÃlad µ = µ+ − µ−

miary µ na różnicȩ wzajemnie singularnych miar nieujemnych.

Dowód. Dla A ∈ Σ zdefiniujmy

µ+(A) = sup{µ(B) : B ∈ Σ, B ⊂ A}.

ÃLatwo sprawdza siȩ, że jest to poprawnie określona miara nieujemna. Co wiȩcej,
µ+ ≥ µ, wiȩc

µ− = µ+ − µ

jest również poprawnie określona̧ miara̧ nieujemna̧. Sprawdzimy teraz wzajemna̧
singularność. Miara µ+ jest ograniczona, wiȩc istnieje jej rozkÃlad µ+ = µ+

1 + µ+
2

na czȩść absolutnie cia̧gÃla̧ i singularna̧ wzglȩdem µ−. Musimy pokazać, że µ+
1 ≡ 0.

ZaÃlóżmy, że istnieje zbiór A taki, że µ+
1 (A) > 0. Wtedy również µ+

1 (A ∩ D) > 0,



gdzie D jest zbiorem z definicji singularności µ+
2 ⊥µ−, czyli takim, że µ+

2 (D) = 0 i
µ−(DC) = 0 (bo wtedy µ+

1 (Dc) = 0). Dla każdego podzbioru B ⊂ A ∩ D mamy
µ+

2 (B) = 0. Niech Bn bȩdzie cia̧giem podzbiorów A∩D realizuja̧cym supremum w
definicji µ+(A ∩D). Wtedy

0 < µ+
1 (A ∩D) ≤ µ+(A ∩D) = lim

n
µ(Bn) =

lim(µ+
1 (Bn) + µ+

2 (Bn)− µ−(Bn)) = lim(µ+
1 (Bn) + 0− µ−(Bn)).

Ponieważ cia̧g µ+
1 (Bn) jest ograniczony, można, wybieraja̧c podcia̧g, zaÃlożyć jego

zbieżność. Wtedy µ−(Bn) jest również zbieżny (jako suma cia̧gów zbieżnych):

lim
n

µ+
1 (Bn)− lim

n
µ−(Bn) = µ+(A ∩D) > 0.

Ponieważ µ+
1 (Bn) ≤ µ+

1 (A∩D), musi zachodzić zbieżność µ−(Bn) → 0. Z Lematu
1 wynika, że również µ+

1 (Bn) → 0, sta̧d µ+
1 (A ∩D) = 0, sprzeczność. ¤

Uwaga. RozkÃlad Hahna-Jordana jest jednoznaczny: przypuśćmy, że µ = ν′ − ν′′

(obie miary nieujemne), to

µ+(A) = sup{µ(B) : B ⊂ A} ≤ sup{ν′(B) : B ⊂ A} ≤ ν′(A).

Czyli ν′ ≥ µ+. Zatem miara ξ = ν′ − µ+ jest nieujemna. Ponieważ µ+ − µ− =
ν′− ν′′ = µ+ + ξ− ν′′, wiȩc ν′′ = µ−+ ξ (no i ν′ = µ+ + ξ). Skoro ξ jest nieujemna̧
skÃladowa̧ zarówno ν′ jak i ν′′ i te ostatnie miary sa̧ wzajemnie singularne, to ξ musi
być singularna wobec samej siebie. Ale ξ jest też absolutnie cia̧gÃla wobec samej
siebie. Zatem ξ ≡ 0 i rozkÃlad na ν′ i ν′′ jest tożsamy z rozkÃladem na µ+ i µ−.

ZASTOSOWANIE: Twierdzenie Riesza dla funkcjonaÃlów nie tylko nieu-
jemnych.

Twierdzenie Riesza (o reprezentacji funkcjonaÃlu na C(X)). Niech (X, d) bȩdzie
przestrzenia̧ metryczna̧ zwarta̧ i niech C(X) oznacza przestrzeń Banacha funkcji
cia̧gÃlych rzeczywistych na X z norma̧ supremum. Niech χ bȩdzie funkcjonaÃlem lin-
iowym cia̧gÃlym (równoważnie – ograniczonym) na C(X). Wtedy istnieje skończona
znakowana miara borelowska µ na X taka, że dla każdej f ∈ C(X)

χ(f) =
∫

f dµ.

Na odwrót, dla dowolnej skończonej znakowanej miary borelowskiej µ powyższy wzór
zadaje funkcjonaÃl ograniczony χ na C(X).

Dowód: To wÃlaśnie ostatnie zdanie wymaga rozkÃladu Hahna–Jordana. Jeśli µ jest
skończona̧ miara̧ znakowana̧, to µ = µ+ − µ−, gdzie obie te miary sa̧ skończone.
Zatem dla funkcji cia̧gÃlej f an X mamy

∫
f dµ =

∫
f dµ+ −

∫
f dµ−,



a to, z twierdzenia Riesza dla miar nieuemnych jest różnica funkcjonaÃlów nieujem-
nych ograniczonych na C(X), czyli jakís funkcjonaÃl ograniczony.
Istnienie miary znakowanej reprezentuja̧cej dowolny funkcjonaÃl (niekoniecznie nieu-
jemny) ograniczony wymaga istnienia rozkÃladu takiego funkcjonaÃlu P na różnicȩ
funkcjonaÃlów ograniczonych nieujemnych P+ −P−. To jest wÃlaśnie treścia̧ lematu
zamieszczonego poniżej. Maja̧c taki rozkÃlad z Ãlatwościa̧ dedukujemy istnienie miary
znakowanej z Twierdzenia Riesza dla funkcjonaÃlów nieujemnych (bȩdzie to różnica
miar otrzymanych dla P+ i P−).

Lemat. Każdy funkcjonaÃl ograniczony P na C(X) przedstawia siȩ jako różnica
dwóch funkcjonaÃlów nieujemnych ograniczonych:

P = P+ − P−.

Dowód. (Wszystkie funkcje poniżej sa̧ cia̧gÃle.) FunkcjonaÃly P+ i P− określamy dla
funkcji nieujemnej f wzorami

P+(f) = sup{P (g) : 0 ≤ g ≤ f}, P−(f) = −min{P (g) : 0 ≤ g ≤ f}.

Oczywíscie zawsze dostaniemy wartości nieujemne, bo w klamrze jest miȩdzy in-
nymi funkcja zerowa. Najpierw sprawdźmy, że P = P+−P−. Mamy taka̧ oczywista̧
równoważność: 0 ≤ g ≤ f ⇐⇒ 0 ≤ f − g ≤ f . Zatem

sup{P (g) : 0 ≤ g ≤ f} = sup{P (f − g) : 0 ≤ g ≤ f} =

P (f) + sup{−P (g) : 0 ≤ g ≤ f} = P (f)−min{P (g) : 0 ≤ g ≤ f}.

Teraz sprawdźmy liniowość P+: Jeśli g i g′ realizuja̧ z dokÃladnościa̧ do epsilona
odpowiednie suprema dla funkcji nieujemnych f i f ′, to 0 ≤ g + g′ ≤ f + f ′ i
P (g+g′) jest z dokÃladnościa̧ do 2 epsilon równa P+(f)+P+(f ′). To daje nierówność
P+(f) + P+(f ′) ≤ P+(f + f ′). Jeśli teraz 0 ≤ g ≤ f + f ′, to funkcje (f − g)+ i
f ′−(f−g)− sa̧ nieujemne (dla tej drugiej: tam gdzie f−g ≥ 0 wystarczy wiedzieć,
że f ′ ≥ 0 (a to zaÃlożylísmy), a w pozostaÃlych punktach (f − g)− = −f + g ≤ f ′),
nie wiȩksze niż odpowiednio f i f ′. Zatem

P+(f) + P+(f ′) ≥ P ((f − g)+) + P (f ′ − (f − g)−) = P (f ′ + f − g).

Ponieważ funkcje f ′ + f − g reprezentuja̧ wszystkie funkcje miȩdzy 0 a f ′ + f ,
otrzymujemy P+(f)+P+(f ′) ≥ P+(f +f ′), czyli jest równość. WyÃla̧czanie skalara
nieujemnego jest natychmiastowe. Dla funkcji znakowanych f = f+−f− określamy
P+(f) = P+(f+) − P+(f−). Liniowość wynika teraz ze wzorów f+ + g+ = (f +
g)+ + h, f− + g− = (f + g)− + h, gdzie h jest pewna̧ funkcja̧ nieujemna̧:

P+(f + g) = P+((f + g)+)− P+((f + g)−) + P+(h)− P+(h) =

P+(f+) + P+(g+)− P+(f−)− P+(g−) = P+(f) + P+(g).

Ograniczoność Ãlatwo widać z definicji: norma nie przekracza ||P ||. Ponieważ P− =
P − P+, nie musimy już o P− niczego dowodzić. ¤



Uwaga. A priori rozkÃlad na różnicȩ dwóch funkcjonaÃlów nieujemnych nie jest jed-
noznaczny, gdyż zawsze można dodać jakikolwiek nieujemny fukcjonaÃl jednocześnie
do P+ i P−. Ale P+ i P− określone w dowodzie lematu sa̧ w penym sensie opty-
malne: nie można już żadnego nieujemnego funkcjonaÃlu odja̧ć od P+ i od P− tak,
aby nieujemność przynajmniej jedngo z nich nie zostaÃla naruszona (bez dowodu).
Jest to równoważne nastȩpuja̧cemu faktowi: Jeśli miara znakowana skończona µ
reprezentuje funckcjonaÃl ograniczony P , to µ+ reprezentuje P+ a µ− reprezentuje
P−. (Miary µ+ i µ− sa̧ wzajemnie singularne; ta singularność tÃlumaczy siȩ wÃlaśnie
na ,,optymalność” rozkÃladu P = P+ − P−.)


